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RESUMO

O aprendizado pode tornar-se mais interessante quando o aluno participa dele de
maneira interativa. Com isto em mente, foi desenvolvido um software de geometria
dindmica para o ensino de transformagdes geométricas. O préximo passo foi
utilizar o programa com pessoas de diferentes niveis de conhecimento de
matematica para verificar se o mesmo é um diferencial para o estudo de
transformagbes geométricas. Decidimos escolher dois estudantes, um da area de
Matematica e outro da area de Humanas. Aplicamos para eles alguns exercicios e
os resultados que obtivemos corresponderam as nossas expectativas, além de
nos auxiliar a entender o que se espera de uma ferramenta para a educacgao.

Palavras-chave: desenvolvimento de software, geometria dinamica,

educacao

ABSTRACT

The learning process becomes more interesting when the student have a more
interactive role. With this in mind a dynamic geometry software was developed for
teaching geometric transformations. The next step was to test the software with
people having different knowledge in mathematics in order to verify if it is really a
plus for the study of geometric transformations. It was decided to choose two
students, one graduating in Mathematics and the other from another area. Some
exercises were applied to them and the achieved results match our expectations,
besides giving us the understanding of what is expected in an education tool.
Keywords: software development, dynamic geometry, education



1 Introducao

O maior motivo pelo qual a geometria dindmica tem obtido muito espago entre os estudantes e
os educadores da area de geometria € que ela proporciona a interatividade do usuario com o
programa, onde é possivel ver instantaneamente alteracdes sofridas pela figura devido ao
movimento e a preservacao de propriedades. A partir desta visualizagao é possivel que o aluno
resolva matematicamente os problemas propostos graficamente, j& que com o auxilio de uma
ferramenta gréafica a dedugao de solugdes ou contra-exemplos torna-se mais natural. Claro que
o0 desenho ndo demonstra nada, mas auxilia na formagao de hipéteses. Podemos assim dizer
que esse processo de verificagdo desenvolve no aluno o raciocinio e o espirito investigativo.

E dentro dessa perspectiva que desenvolvemos o programa visando que 0 USUArio - uma
vez que ja conhega o contetdo de transformagdes - possa explora-lo mais sobre uma diferente
6tica fazendo com que conjeture e tire conclusdes sobre este conteudo. E para os usuarios que
nao conhecem ou nao estao familiarizados com o assunto de transformagdes o programa seja
uma ferramenta de apoio ao ensino deste contetdo.

Algumas atividades sobre transformagdes no plano foram propostas e testadas utilizando-
se 0 software desenvolvido com dois alunos de diferentes niveis de instrugdo, um aluno do
curso de Licenciatura em Matematica e outro da area de Humanas.

2 Transformacoes no plano

O que é uma transformagao? — No dicionario encontramos a palavra TRANSFORMAR.

Transformar - 1. Mudar a forma de; transfigurar. 2. Converter; trocar. 3. Tornar diferente do
que era; alterar. 4. Converter-se noutra forma; transfigurar-se.

Podemos, entdo, deduzir o significado de transformagdes. Transformagao seria algo que
muda a forma, troca, torna diferente ou altera determinada coisa. O que no nosso caso sao
essas coisas que a tal transformagao altera? Como o titulo nos sugere, seria algo que tem
relacdo com a geometria. Portanto, podemos dizer que transformagdes sdo modificagdes
executadas em figuras.

As transformagdes podem ser: translagao, rotagao, reflexdes, escalamento, cisalhamento e
deformagdes. Transformagdes sdo fungdes que sao aplicadas num conjunto de pontos que

X

determinam um objeto. Podemos entdo, escrever as novas coordenadas, (y] dos pontos,

; e (0(0)
=T |+
(YJ, que estao sobre a acao da transformacgado da seguinte forma: (}” y) \f). Sendo T =

a bj
[" 4) a matriz de transformag&o de ordem 2x2.

2.1 Isometrias

Preservam o tamanho original da figura, ou seja, preservam a distancia entre os pontos que a

determinam. Translacoes, reflexdes e rotacdes sdo transformacdes isométricas.



2.2 Translacao

Uma figura sofre uma translagéo quando se desloca numa diregéo fixada. A translagao € uma
isometria, pois essa transformacédo preserva a distancia entre os pontos que determinam a

1 0
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figura. Sabemos que a matriz [ J € a matriz identidade (ndo altera a figura). Para tanto,

PINEN ) g et 700
0 1)y ¥). Mas se somarmos ao vetor \V/ o vetor \/ 0 , onde e, f sdo constantes,

mudamos a figura inicial para outra posigdo. Em termos matriciais, podemos escrever a
, = . i +
translagdo da seguinte maneira: \Y/ \0 1y /),

2.3 BRotacao

A Rotagdo é um movimento giratério. Uma figura sofre uma rotagdo quando se desloca no
plano cartesiano segundo um determinado angulo. A rotagcao € uma isometria, pois preserva a

e) OJ
distancia entre os pontos que determinam a figura. Consideremos [fj (0 . A matriz da

cos(f) —sin(6)

sin(@) cos(8)

transformagédo Rotacao(R) é dada por R = [ ] Em termos matriciais, podemos

(x’j_[cos(é’) —sin(H)j( J

escrever a Rotagdo da seguinte maneira: \' ~Lsin@)  cos(®) ) v/, Onde, 6 ¢ o angulo de
rotacdo e a origem do sistema cartesiano é o centro de rotacdo. Deste modo, cada ponto do
objeto é rotacionado de um mesmo angulo. A medida do angulo segue o sentido anti-horario, a

partir da reta determinada pelo ponto da figura inicial e a origem do sistema cartesiano.

2.4 Reflexao

A reflexao é uma isometria, pois essa transformagao preserva a distancia entre os pontos que
determinam a figura. Alguns tipos de reflexao séo:
¢ Reflexdo em torno do eixo Y: A matriz da transformagao Reflexado (F) em torno do eixo Y

) (GG
é dada por F = \ 0 1) Em termos matriciais: \>/ (0 1) {y) (¥

¢ Reflexdao em torno do eixo X: A matriz da transformacéo Reflexao(F) em torno do eixo X é

b %) 6 2GS
dada por F = \° ~U. Em termos matriciais: \¥/ \0 ~U /) -y

¢ Reflexdo em torno da reta y = x: A matriz da transformacédo Reflexdo em tornodareta 'y =

(3 WEHHINEN
x é dada por F = \!I' 9 Em termos matriciais: \»/ 1 0/ \y) x

¢ Reflexdo em torno da reta y = -x: A matriz da transformacdo Reflexdo em torno da reta y=

53] -GSO
-x & dada por F = =1 0J Em termos matriciais: \¥/ \=1 0/ {y) \-x



2.5 Escalonamento

Figuras que apresentam mesma forma que a inicial, mas possuem tamanhos diferentes, ou

seja, sofrem acdo de redugdo (contragdo) ou ampliagdo (dilatagdo). Em muitos livros

encontramos sinbnimos para escalamento, tais como: homotetia e até mesmo semelhanga. A
a 0

matriz da transformagdo Escalamento (E) é dada por E = (0 “], onde a é o fator de

L 2 0)
escalamento. Em termos matriciais: \Y/ \0 @) \y

2.6 Cisalhamento

1 k]
¢ A matriz da transformagao Cisalhamento(C) no eixo X é dada por C = [0 ). Onde k é 0

e O
fator de cisalhamento. Em termos matriciais: \»/ \0 1)y Yo,

10
¢ A matriz da transformagao Cisalhamento(C) no eixo Y é dada por C =(" J. Onde k é o

G )
fator de cisalhamento. Em termos matriciais: \Y/ \k 1) \y) (kety

2.7 Deformagoes

Séo modificagbes que nado mantém regularidades, fazendo o objeto perder qualquer
semelhanga com a forma primitiva. Ou seja, basta que tomemos valores arbitrarios para as

constantes a, b, ¢ e d na seguinte matriz: \Y/ \¢ 4 \Y

3 Um Programa de computador que auxilie o ensino de transformacoes

O programa desenvolvido (usando linguagem Visual Basic 5) possui a seguinte aparéncia
(Figura 1):
BEE

frquivo Ferramentas  Sobre o programa
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Figura 1: Aparéncia do programa
O programa consiste da criagdo de pontos cuja posicdo € determinada pelo usuario,
numerados segundo a ordem de criagdo. A criagdo da poligonal também segue a ordem de



criagdo dos pontos. A partir desta etapa, podem-se mover os pontos criados. Tendo a poligonal
construida, podemos aplicar uma determinada transformacgéao, e ainda redefinir varias vezes as
transformagbes aplicadas sobre um mesmo objeto. Para isso é necessario abrir a janela
(Figura 2):

= scolher transformacho.a ser.aplicadn [X]
Ertrada d dados Matiz de Transformagses [RotagSo, Escalamento & Translacio
o ]

" Fatores/Constantes 1 3 0 1
" Rotagdo 3
L | TITTTTTTTTTT
egendas ‘ 0 ‘ 1 ’71
Flotag3a ou Deformagdo E——
Escalamento: Ampliar / Reduzr
CANCELAR COMSTRUIR
Translagio

5] Fator de Ampliago / Redugio ne EIXO X © 1 Flotag@ [em graus]

[[]] Fater de Ampliagio / Reduzdono EIXO Y : 1 e — ———

B Fator de Translagione EIXO X : 1

i

Matriz de Fiatagaa / Deformagda

IH] Fator de Translagione EIXO Y : 1 ,7

CANCELAR CONSTRUIR ‘

1

Figura 2: Entrada de dados para as transformacoes
SO pode ser feita uma das opgdes de entrada de dados de cada vez. Para isso, é
necessario escolher um tipo de entrada antes na caixa “Entrada de Dados”. A entrada de
dados para a transformagao pode ser feita de trés maneiras:

wEEMINEY
« Por meio de matriz. Dada como vimos no item anterior: \’ e d) )y .

¢ Por meio de fatores de escalonamento e translagdo. Neste programa, podemos alterar os
fatores de reducdo, ampliagdo e translagao nos eixos X e Y. Dependendo destes fatores,
podemos ter como resultados simetrias, translagdes, cisalhamentos, deformagoes.

e Angulo de rotacéo. A rotagdo tem o eixo X e a origem do sistema como referéncias.

O diferencial do programa € que o usudrio pode definir a transformagao e modificar a
posigao e a forma do objeto a ser transformado, acompanhando instantaneamente o resultado
da transformacéo aplicada.

4 A Nossa Proposta de Aplicacao

As atividades foram realizadas em periodos diferentes com cada colaborador para que tivesse
mais tempo de conversar e interagir com eles de forma a poder entender melhor o que cada
um estava pensando. Deixei que eles entrassem em contanto com o programa. Nesta etapa
nao houve intervengdo de minha parte. Deixei-os absolutamente livres para que “tentassem
decifrar” o programa. A seguir expliquei algumas nogdes bdasicas de como funcionava o
programa.

Partimos para o trabalho de reconhecimento da ferramenta, deixando que eles
construissem objetos geométricos elementares, tais como: pontos, segmentos, poligonais.
Claro que como qualquer pessoa que entra em contato com um mundo visual, eles procuram
também dar mais vida as figuras que criam e assim foi bem interessante o programa
proporcionar opgdes para cores e espessuras, pois deixa os tragos com aparéncia agradavel e



ainda proporciona a diferenciacdo entre as transformagdes e os objetos iniciais. Foi muito
gratificante ver que nossa preocupagao com a aparéncia era relevante pois, algumas pessoas
tém dificuldades para visualizagdes geométricas e o entendimento do que € uma transformacao
estd baseado na visualizagdo, e por isso nos utilizamos de algumas opg¢des disponiveis para
mostrar esse mundo das transformagdes de forma simples e agradavel.

Buscamos primeiramente resgatar as informag¢des que cada um possuia sobre o que
seriam Transformagbes. Perguntamos por exemplo, o que tinhamos que fazer para levar um
sofa de um canto da sala para outro. Ou entdo, o que acontecia com um baldao quando
comegamos a enché-lo e depois quando soltamos o ar que estava dentro deste baldo.
Perguntamos o que acontecia quando o vento soprava em um cata-vento ou nos galhos de
uma arvore. As respostas que obtivemos serviram para comegarmos a entrar no assunto de
transformagbes, pois, mudangas na orientacdo, tamanho e formato estdo ligadas as
transformagdes. Ou seja, a movimentagao do sofa pela sala esta ligada a translagéao; o encher
e esvaziar do balao esta ligada a ampliagdo e redugao; ja o vento soprando no cata-vento
produz uma transformacdo chamada de rotacado; e ainda, o vento batendo em um galho de
arvore produz um movimento que poderiamos caracterizar como cisalhamento. Ou seja,
mesmo que nem todos saibam definir o que € uma transformagées eles tem contato com elas
nas mais diferentes ocasides do cotidiano. E foi assim que comegamos a mostrar para nossos
colaboradores a importancia de se estudar essas transformagoes.

A partir de agora, estaremos descrevendo algumas atividades elaboradas por nés e
também mostrando solugdes que nos foram apresentadas pelos alunos.

Chamaremos de Aluno 1 o aluno que conhece bem o assunto transformacdes e Aluno 2 o
aluno que possui apenas conhecimentos do ensino médio.

Antes de iniciar, pedi que eles fizessem anotagdes: coordenadas e/ou desenho da figura
inicial. E também de cada matriz ou entrada de dados da transformagéo que eles escolheram e
quais os resultados que eles obtiveram com determinada transformacao.

O objetivo deste tipo de atividade é fazer com que eles percebam relacdes entre a
transformagdo que eles aplicaram e as modificagdes que ela causa na figura inicial.
Poderiamos chamar este processo de investigagao. Ele desenvolve o raciocinio e a percepgao
geométrica do aluno envolvido.

As atividades que foram aplicadas sdo descritas a seguir:

Atividade 1. Seja o retangulo de vértices A= (1,1), B=(1,3), C = (5,3) e D = (5,1):

a) Numa folha de caderno, utilizando os pares de nimeros dados, some 5 unidades ao
primeiro elemento de cada par. Obtendo assim quatro novos pares F, G, He [:

Solugéo: F =(1,1)+(5,0)=(6,1); G =(1,3)+(5,0)=(6,3); H =(5,3)+(5,0)=(10,3); | =(5,1)+(5,0)=(10,1)

Aluno 1: N3o teve dificuldade em realizar a atividade.

Aluno 2: Como ndo recordava muito bem como era feito as operagbes com pares
ordenados, tive que relembra-lo para que assim pudesse concluir a atividade. Mas ndo houve
dificuldades a ndo ser o esquecimento do assunto relacionado.

b) Vocé saberia dizer qual foi a transformacao geométrica ocorrida?



Aluno 1: Né&o teve dificuldade em realizar a atividade. Como tem dominio do assunto
quando viu tratar-se de soma de coordenada, identificou logo que era uma translagao.

Aluno 2: Para que a atividade fosse realizada com satisfagdo foi necessario que pedisse
ao aluno que desenhasse em um eixo cartesiano os pontos dados no exercicio e também os
pontos encontrados por ele. Assim que isso foi feito o aluno me disse que a figura foi
‘arrastada, movida’.

Entdo descrevi que essa € a caracterizacdo de um movimento chamado de translagéo. A
seguir expliquei que esse movimento de translagdo poderia ocorrer tanto no eixo X quanto no
eixo Y e ainda mais, poderia ocorrer simultaneamente nos dois eixos.

Apéds a atividade resolvida no papel, pedi para que realizassem a mesma atividade no
programa. Com a ajuda dos eixos e grade eles construiram um retangulo (figura gerada pelos
pontos do exercicio). A seguir, utilizaram a ferramenta transformacao.

Aluno 1: Optou por colocar o fator de translagdao. Mas sem dificuldades me disse como
poderia ser feito a partir da matriz de transformag&o.

Aluno 2: N3o teve dificuldades em realizar a atividade, pois identificou logo que deveria
colocar no campo destinado ao fator de translagdo no eixo X o nimero 5. Mas perguntou se
também era possivel obter o mesmo resultado a partir da entrada da matriz de transformacé&o.

E eu respondi que seria sim possivel. Expliquei como era representada a matriz (Figura 3):

Matiz de Translermagdes (Rotagio, Escalamerto e Translagso

CANCELAR CONSTRLIR

Figura 3: Matriz de entrada de dados

A matriz encontrada na Figura 3, era 0 mesmo que:(x'j{l Oj‘[x}(e) ou seja, o ponto
y) \0 1)\y) \f
(x’, ¥') era o resultado da transformagao. Nas entradas nos campos em verde eram colocados

os valores da matriz [1 0) por se tratar de um movimento que nao muda a forma.
0 1

Disse ainda que os valores de x e y eram as coordenadas do ponto que tinhamos da figura
inicial e era por isso que nao precisava coloca-lo na matriz do programa. Ja nos campos em
azul é onde devemos colocar os fatores de translagdo no eixo X e no eixo Y. Entdo o aluno
colocou como eu havia explicado e viu que o resultado era 0 mesmo. Entdo deixei que ele
mexesse um pouco com essa nova “descoberta”. Ele criou novas figuras, colocou valores
diferentes para os fatores de translagdo e também moveu na tela, vendo que mesmo que se
alterasse a forma da figura, a transformagao mantinha o formato e o tamanho e ainda o mesmo
fator de translagao. A meu ver, essa manipulagdo é importante para a fixagédo do contetdo.
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Figura 4: Solucao da atividade proposta 1 — Translagao

Atividade 2. Seja o retédngulo de vértices A= (1,1), B=(1,3), C = (5,3) e D = (5,1):

a) Numa folha de caderno, utilizando os pares de nimeros dados acima, troque os valores
de x e y. Obtendo assim quatro novos pares formando o retangulo EFGH.

Solugéo: E = (1,1) = (1,1); F = (1,3) = (3,1); G = (5,3) = (3,5); H = (5,1) = (1,5)

Alunos 1 e 2 : Sem dificuldade em realizar a atividade.

b) Vocé saberia dizer qual foi a transformacao geométrica ocorrida?

Aluno 1: Identificou logo que era uma reflexdo ou simetria. Ainda mostrou-me com um
gesto com as mdos o movimento realizado.

Aluno 2: O aluno sozinho desenhou num papel a figura inicial e a figura transformada, e
me disse que era como se tivesse sido colocado um espelho. Entdo eu disse essa € a
caracterizagdo de um movimento chamado de reflexdo.

Expliquei que esse movimento de reflexdo pode ser realizado através de pontos e retas.
Pedi para realizassem a mesma atividade no programa. Com a ajuda dos eixos e grade eles
construiram o retédngulo e foram na ferramenta transformagao.

Aluno 1: O aluno ndo teve novamente dificuldades. Inclusive ele gostou muito de mexer
com o programa. Elogiou muito o fato de poder mexer na figura e ver instantaneamente o
resultado da transformag&o.

Aluno 2: O aluno ficou preocupado pois, procurou algum campo onde pudesse colocar
algum valor como na translagdo e nao encontrou. Dai, me perguntou se a matriz era a unica
forma de fazer o que era pedido. Expliquei que deveria ser usada a matriz para realizar a
atividade. Ele me perguntou como, pois o campo azul era usado para translagéo, ou seja, se a
reflexdo era feita através da matriz, deveriam ser colocados valores diferentes nos campos em
verde. Afirmei que deveriam ser usados estes campos. E pedi sugestao de como deveria ser.
Ele relembrou que, de acordo com a explicagao de translagdo onde existiam as varidveis x e y,
0s campos da linha de cima mexiam com valores do eixo X e campos da linha de baixo mexiam
com o eixo Y (isso € devido a operagdo de matrizes). Ou seja, como ndo teve translagdo
deveriam ser zerados os campos de translacdo e como foi proposto que se invertessem 0s
valores de x com y no inicio da atividade, devia ser feito isso também aqui. Ele achou que devia
ser trocado o “1” com o “0” da primeira coluna e o “0” com o “1” na segunda coluna.

Ele ficou feliz ao ver que seu raciocinio estava certo. Disse que a matriz encontrada

' 1 0 X

representa a reflexdo em torno da reta y=x, ou seja, (xj _ (0 IJ,[’C] _ (yJ
y



Deixei novamente que eles fizessem outras experiéncias com essa transformacao, falamos
entdo da reflexdao em torno dos eixos X, Y e da reta y = -x. Inclusive foi permitido que eles

fizessem a composigao da translacdo com a reflexdo. Na figura 5 esté a solugéo da atividade 2.
S = [B]X]

o

0 12 3 4 5 6 7 8 9 1o

Figura 5: Solucao da atividade proposta 2 — Reflexao

Atividade 3. Foi realizado o0 mesmo tipo de atividade para a rotacdo de 90°.

Iniciamos a atividade explicando que para nossa conveniéncia, adotariamos o sentido anti-
horario e com a contagem sendo crescente a partir do eixo X. O centro de rotagdo que
adotariamos seria a origem do nosso sistema (ponto (0,0)). Comegamos essa atividade com
angulo de 90°. E para minha surpresa, os dois alunos me sugeriram que a rotagao de 90° era o
mesmo que fazer a reflexdo em torno da reta y = x e refletir o resultado em torno do eixo Y.

Falei entao que era isso mesmo, mas que infelizmente o programa ainda ndo suportava a
composigao de transformagdes. Inclusive isso nos deu a idéia de talvez um dia incorporar esse
método ao programa, pois julgamos que seria de grande ajuda. Mas como tinha surgido essa
idéia, entao resolvi aplica-la. Peguei papel e caneta, escrevi as duas matrizes de reflexao.

O aluno 1 comentou que devia ser multiplicado a matriz de reflexdo em torno da reta y=x,

(0 1], pela de reflexdo em torno do eixo Y, (_1 Oj pois, a composigao de transformagao é
10 0 1

um produto de matrizes. Ao realizar esse teste com o aluno 2, expliquei porque deveria fazer a
multiplicagdo das matrizes para obter a matriz de rotacdo de 90° Fizemos entdo:
0 (-1 o - 0 -1) g assim, obtivemos a matriz (0 -1\. Foi entdo que comparei esse
1 0/{0 1 1 0 10

cos(d) —sin(H)

resultado com a matriz de rotagao
sin(@)  cos(8)

] onde 6=90° E assim verificamos que

sempre que colocarmos valores correspondentes aos senos e co-senos do angulo que
queremos utilizar na transformacao o resultado sera a rotagao da figura inicial. Na figura 6 &

mostrada a solugdo para a atividade proposta 3.

5 = [Bx]

araivo Ferramertz  Sobre @ programa
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Figura 6: Solugao da atividade proposta 3 — Rotagao



5 Conclusoes ou Consideracoes Finais

Foram realizados outras atividades, falamos ainda sobre cisalhamento e deformacgdo. Mas
acredito que os exercicios que coloquei aqui e os comentarios a respeito ja mostram uma idéia
do que foi o teste. Coloquei algumas atividades que mostram como comecei 0 assunto com o0s
dois alunos. Claro que o teste foi muito mais rapido com o Aluno 1, pois ele ja conhecia o
assunto e entendia muito de computadores. Ja conhecia outros softwares de geometria e nao
teve dificuldades em resolver os exercicios tanto manual como computacionalmente. Ja com o
Aluno 2 o teste foi muito mais demorado, pois foi necesséario apresenta-lo ao programa e
explicar seu funcionamento e ensinar o assunto de transformacgdes para ele também.

Pude analisar que com o Aluno 1, o programa foi mais Gtil como meio de testar varias
transformagdes em pouco tempo. Pois assim, ele pode verificar que tipo de transformagao
algumas matrizes que ele inventou realizavam na figura inicial. Creio que para ele serviu muito
mais como verificagdo de conjecturas, ja para o Aluno 2 com certeza o0 programa serviu como
material de apoio para o ensino e fixagdo do contetdo. Afirmo isso pois o aluno me falou que “o
fato de ver varios exemplos e de poder mover as figuras iniciais e verificar que as propriedades
de cada transformagao nao sao alteradas pelo movimento me fez entender bem esse assunto”.

Para mim, foi uma atividade bem gratificante. Poder aplicar algo e ver que, mesmo sendo
simples, atende as expectativas que tinhamos quando iniciamos o projeto foi muito
interessante. E um grande desafio criar um software que realmente tenha potencial para ser
aplicado em sala de aula e que possibilite, ndo apenas uma forma de trabalho, mas diversas
formas de explora-lo. E ainda, que possuisse um diferencial comparado com os softwares
existentes. Com certeza, foi isso 0 que buscamos o tempo todo, algo que seja bom e pratico.
Foi uma experiéncia fascinante tentar elaborar algo que fosse uma boa ferramenta de carater
didatico. E ainda testar a utilizagdo deste software com algumas pessoas que nos foram muito
prestativas e que nos ajudaram muito dando dicas e corrigindo detalhes que fizeram com que o

programa melhorasse.
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